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Exercice 1(1,5+2) Soit f une fonction définie et dérivable &irOn note f’ sa

dérivée. On admet que f’(1) = 100.

1-  Soit T un réel strictement positif . Montrer qud sst une période de f, alors T est aussi

une période de f'. Que pensez-vous de la récig@qu

2-  Soit g la fonction définie suR par g : x— f(3-2x). Etablir que g est dérivable au point 1

et calculer g'(1) par deux méthodes : En utilis#iabord les théorémes puis en utilisant
la définition du nombre dérivé d’'une fonction.

Exercice 2(3,5 points) (trois mini exercices indépendants, autour de lavadion)

a- Proposer un schénute la représentation graphique d’une fonctiomfge limitera a x
compris entre 0 et 5) qui vérifierait les proprigséiivantes: f est définie et dérivable Ruet
pour n entier,onaf(n)=netf‘(n)=-1

b- On note f la fonction définie siit par f : x— x* — 6x2 + 8x + 1. Vérifier quon a f’(-2) = 0
et en déduire tous les extremums locaux de f.

c- Pour x>0, comparer/1+2x et 1 + x.

Exercice 3(3,5 points) Le triangle ABC est isocéle de sommet A. On donBe=PAC = 1. Le

but de I'exercice est de déterminer les partictéariu triangle ABC dont 'aire est maximale.

(1°® approchgune impasse !))

1-  Onnote 2x lalongueur de la base [BC]. Expritizére du triangle ABC en fonction de

x seul. Pourguoi sommes-nous dans une « impasae » ?

(2°®approche

2-  Préliminaires : Résoudre dans l'intervalle f@2] les équations et inéquations suivantes

(on pourra utiliser un cercle trigonométrique)

a- COSX = Sinx. b-  cosx—sinx>0 c- cosx xstD.

3-  On noten la mesure en radians de I'angle géométriqgue AB&eniner la valeur de

qui rend maximale I'aire de ce triangle ABC. Comelu

Exercice 4(3,5 points): On note (E) I'équation : x (cosx) + 1 = x2/2 i

Déterminer le nombre de solutions de cette équétimnci d’expliquer clairemer). On notera

o celle qui est strictement positive. Donner a Baitk vos machines un encadremert de

d'amplitude 1¢".(avec quelques explications)

Exercice 5(3 points)a- retrouver par un calcul le résultat valable poustvecteurs et v :

(G +v).(u-v)= HGHZ- \2

b- A et B sont deux points distincts tels que AB.Déterminer le lieu des points M tels

gue MA2 - 4MB2 =0 (on pensera a introduire des barycentres et on goutiliser le résultat

du a- ")Représenter ce lieu.

Exercice 6(3 points):  On se place dans un repére orthonormal {Q j)

1-  Soita, b et c trois réels (on supposera a et lmatnpour simplifier la rédaction). Etablir
que si une droite d a pour équation ax+by+c =drsain vecteur normal & d est le vecteur
(a;b).

2-  Déterminer les coordonnées du cefdrdu cercle C qui passe par les points A(1 ; 3),
B(-1; 4) et dont la tangente en A a pour équatiery - 4 = 0 . Yous adopterez la méthode
de votre choixmais la condition «2 est le centre d'un cercle passant par A et B >t pae
traduite simplement par la nullité d’'un produit $giae. On peut aussi traduire
vectoriellement I'affirmation : « la droite d’équah x+ y-1 = 0 est tangente en A a un cercle
de centre@»...]

\
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Exercice 1: 1- Si T est une période de la fonction f, alors pout téel x on a I'égalité : f(x+T) =
f(x). On sait que x~ f(x+T) est dérivable suR (car c’est une fonction du typex U(ax+b) ) sa
dérivée est x- f'(x+T) (ici « a=1 »). La dérivée de la fonatimulle x— f(x+T) — f(x) estdonc X
— f’'(x+T) — f'(x), comme c’est la fonction nullen a bien établi : pour tout réel x, f ‘(x+T) XX)
ce qui signifie que T est une période de f'.

La réciproque est fausse. La fonction f--xx est un contre exemple. f' est une fonction camist
donc périodique de période 1 (tout réel est périmdprends T = 1 arbitrairement) et f ne I'est pas
[pour tout réel x et tout réel y aveey, on a f(x)# f(y) alors ..].

2- Soit g la fonction définie sl par g : x— f(3-2x). g est dérivable sii car g est de la forme

« X+— U(ax+b) » avec U dérivable sBr On peut d’abord calculer sa dérivée avec lesrémes
habituels : g'(x) = -2f'(3-2x). et on a donc g'(Z)-2f'(3-2) = -2f'(1) = -200. En utilisant la défition

du nombre dérivé d'une fonction, on est amené &cbkee la limite en 0 du taux [f(3-2(1+h))-f((3-D))/
(ou bien [f(1-2h)-f(1)]/h). On sait que f est déble en 1 donc que la limite en 0 du taux [f(1+u)-
f(1))/u est £(1) = 100. Ici il suffit d’appliquece dernier résultat pour u = -2h et le taux s'éduats :
[f(1-2h)-f(1)]/h = [f(1-2h)-f(1)]/(-2h)x (-2) dont la limite en O est (1Y (-2) soit : -2f '(1) = -200.
Exercice 2: a- Trop dur a faire sur l'ordinateur ( ??7?)

b- On note f la fonction définie sBrpar f : x— x* — 6x2 + 8x + 1. f est un polynéme, donc

dérivable suiR et pour x réel, on a f'(x) = 4x12x + 8. Il est clair que f’(-2) = 0 et on pelanc
factoriser par (x+2). Il existe donc 3 réels at b tels que f'(x) = (x+2)(ax2+bx+c). On dévelopge

on identifie avec la forme connue de f'(x) et otieft a = 4 ; b= -8 et ¢ = 4. On peut donc écfi(g)

= 4 (x+2)(x2-2x+1) = 4(x+2)(x-1)2. La dérivée s'ane pour deux valeurs :-2 et 1 mais elle ne change
de signe que pour x=-2. f admet donc un seul extretocal, pour x = -2.

c- Pour x> 0, comparer/1+ 2x et 1 + x. On peut faire un simple calcul algébeign factorisant la
différencev1+2x - (1 + x), a l'aide de « I'expression conjugué®©n. obtient : [1+2x —(1+x)?] /

[V1+2x + (1 +X)], c'est a dire —x2{[1+2x + (1 + X)] qui est négatif des que le radical exisest a

dire x> -1/2. (on trouve « mieux » que ce qui est demandé !) Miaamtt, si vous ne savez pas calculer
.... vous pouvez faire confiance a cette bonneeigélivéd Soit f la fonction définie sur [0 jodf

par x— 1+ 2x - (1 + X). f est dérivable sur [ Opcf et sa dérivée estx 1/4/1+2x - 1 qui S'écrit

aussi (1+/1+ 2x )/+/1+ 2x . Son signe est celui du numérateur. Pour x > Peort considérer comme
évident que 1+2x > 1 et comme la fonction racimeéeaest strictement croissante R, on peut
conclure que la dérivée est strictement négativé Guroo[ donc f est strictement décroissante sur [0;
+oo[. De plus f(0) = 0 donc pour x > 0, on a bien ) c'est a dire/1+2x < 1 + 2x (avec égalité

pour x = 0.)

Exercice 3Le triangle ABC est isocele de sommet A. On donBe=AAC = 1. Le but de I'exercice est
de déterminer les particularités du triangle AB@tdire est maximale.

1% approcheOn note 2x la longueur de la base [BC]. L'aitetdangle ABC est donc ¥1-x2. Si
nous introduisons la fonction correspondante, mausavons pas la dériver. (Il apparait un factedr é
avec un radical et qui n’est pas de la forifaa+ b)

2émeagproche Résoudre dans l'intervalle [GY2] les équations et inéquations suivantes :
Résolution de cosx = sinx daRs: cosx = Sinx= COSX = COSTY2 —x) = {X = (W2 —X) [2] ou X = -
(V2 —x) [2M]} < x =TU4 + kitavec kO Z. Pour nous la seule solution dans {i2] estrv4.

Résolution dans [017/2] de cosx — sinx > 0 : Par lecture du cerclgotmométrique, on obtient S =[0 ;
4|




Résolution dans [0172] de cosx + sinx > 0 : S = [072] car sur [0 772], sin et cos sont positives !
On notea la mesure en radians de I'angle géométrique AB&ird_du triangle ABC s’exprime
alors par : cas x sina . Soit f la fonction définie sur [0ry2] par f : X— cosxX sinx. f est
dérivable sur [0 172] et f'(X) = cos?x — sin2x = (cosx — sinx)(cosysinx). Les résultats
« préliminaires » nous donnent le signe de la @ériystrictement positive sur [@V4[ et strictement
négative suriy4 ; v2]. Un tableau de variation résume ces résulfaite$ le) et permet de conclure
gue I'aire du triangle ABC est maximale paur 174. Le triangle ABC est alors rectangle et iso@tle
A.
NB : avec ce que nous savons maintenant sur stragsmus, I'étude du signe peut étre
simplifiée IReprenez les calcul apres avoir transi® f'(x).
Exercice 5(3 points) a- Nous savons que pour tout vecteur

et tout vectew ona: (1 +v ).(u - v) = Hﬁ‘ 2. \7‘2 (sachez faire le

calcul ! A .
b- A)\ et B sont deux points distincts tels que AB.Transformons
le nombre : MA2 - 4MB2 . On note G le barycentre(8¢l) et (B,-2), et
H celuide (A1) et (B,2),. MA2 - 4MB2 =\(A + 2MB).(MA - 2MB)=
(3 MH).(-MG) = -3 MH .MG.
On a donc les équivalences : MA? - 2MB2 =0MH .MG = 0 = M est un point du cercle de diamétre
[GH]. Le lieu demandé est ce cercle de diameétre][GH
Exercice 6: 1- On se place dans un repére orthonormal {(Q j)
Soit la droite d d’équation ax+by+c = 0 (a et Inmals). Choisissons deux points distincts de cette
droite, par exemple A(0 ; —c/b) et B( -c/a ; 0). \reteur directeur de d est donc le vectaBr Le
vecteurn (a ;b) sera normal & d ssi il est orthogonaBy On a I'équivalencen est normal & d

=~ n. AB = 0. Calculons ce PSn. AB = a(-c/a) + b(c/b) = -c + ¢ = 0. On peut conclure.
2- Le centre2 du cercle C qui passe par les points A(1 ; 3}1B(4) est sur la médiatrice de [AB].
Le pointQ vérifie doncQl . AB = 0 (en notant | le milieu de [AB].) Si on notey(xles coordonnées
deQ cette condition s'écrit (faites les calculs) :2%X/2 —y =0
On nous dit en plus que la tangente en A a poumtén x +y - 4 = 0. On sait qURA est normal &
cette tangente. On vient de voir qu'un vecteur rabrrcette droite est(1 ;1). Le pointQ est donc tel
que les vecteurA et n soient colinéaires. Ecrivons donc que leur déteemt est nul, c’est & dire
(faites les calculs) : 1- x = 3 —y ou bien x — 2 = 0. Il ne reste plus qu’a résoudre le systeme :

2x- y%:o On trouve Q(-3/2 ; 1/2)

x-y+2=0

Exercice 4Soit (E) I'’équation : x (cosx) + 1 = x?/2 + sirirtroduisons la fonction f : x> X (cosx) -
x2/2 - sinx + 1. f est définie et dérivable Buet sa dérivée vérifie f'(X) = cosx — xsinx — Xesg = -
X(sinx + 1).
Cette dérivée s’annule pour x = 0 et pour xi#23+ 2kitavec klJ Z . mais elle est du signe de —x car
pour x réel sinx + £ 0. SurR+, on est dans le cas ou « f' est strictement iifégmif en des valeurs
isolées ou elle s’annule ». f est donc strictendéctoissante siik+. De méme on établirait que f est
strictement croissante sBr. Nous avons f(0) = 1 ; 1(2) = /8 ; f(-m) = m-T®/2 + 1 (voisin de -

0,8). L’équation a donc exactement deux solutibnse entre fret 0, I'autre entre 0 et2. Cherchons
un encadrement de la positive a la machine. Jeearof(1,1013) voisin de 0,000041927 et f(1,1014)
voisin de -0.000166428. la solution est donc damzivalle 11,1013 ; 1,1014[.




